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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

Στην παρούσα εργασία παρουσιάζουµε ένα µοντέλο lattice-Boltzmann, πολαπλών χρόνων 

χαλάρωσης για την προσοµοίωση ροής µη Νευτωνικών ρευστών (εκθετικού νόµου) σε 

ψηφιακά ανακατασκευασµένη κιµωλία. Τα αρχικά αποτελέσµατα που παρουσιάζουµε 

δείχνουν ότι ο συνδιασµός της µεθόδου lattice-Boltzmann µε την τεχνική της ψηφιακής 

ανακατασκευής µπορούν να αποτελέσουν ισχυρό εργαλείο για την µελέτη περίπλοκων ροών 

σε πορώδη µέσα. 

ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Η µέθοδος lattice-Boltzmann αποτελεί µια µεσοσκοπικής κλίµακας µεθοδολογία για την 

επίλυση προβληµάτων της υπολογιστικής ρευστοδυναµικής. Η ροή µη Νευτωνικών ρευστών 

µε τη µέθοδο lattice-Boltzmann µελετήθηκε αρχικά από τους Aharonov και Rothman [1]. Εν 

συνεχεία οι Rakotomalala et al. [2] εισήγαγαν ένα µοντέλο lattice-Boltzmann πολλαπλών 

χρόνων χαλάρωσης και προσοµοίωσαν επιτυχώς διδιάστατη ροή µεταξύ παράλληλων πλακών 

και ροή σε διδιάστατο τυχαίο υλικό. Στην παρούσα εργασία χρησιµοποιούµε το µοντέλο αυτό 

για την προσοµοίωση ροής σε τριδιάστατη ψηφιακά ανακατασκευασµένη κιµωλία. 

ΨΗΦΙΑΚΗ ΑΝΑΚΑΤΑΣΚΕΥΗ 

Ένα τυχαίο υλικό µπορεί να περιγραφεί πλήρως από την δείκτρια της πορώδους φάσης: 
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όπου 
3ℜ⊂P  είναι το σύνολο των πόρων. 

Η πρώτη ροπή της Ι  δίνει το πορώδες του υλικού (µε 〈⋅〉  συµβολίζουµε χωρική µέση τιµή): 

)(xIε =  

Η δεύτερη ροπή της Ι είναι η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης του υλικού: 
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Η ψηφιακή ανακατασκεύη του δείγµατος κιµωλίας της Βόρειας θάλασσας επιτυγχάνεται µε 

την µεθοδολογία που περιγράφεται στο [3]. Η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης που 

χρησιµοποιούµε έχει ληφθεί από την βιβλιογραφία [4]. Η ανακατασκευή οδηγεί στην 

δηµιουργία ψηφιοποιηµένων πεδίων πορώδους 0.384 και χαρακτηριστικού µήκους ℓ=0.2 µm. 

Όλα τα δείγµατα που χρησιµοποιήθηκαν είναι διαστάσεων 80x80x80. 

ΜΕΘΟ∆ΟΣ LATTICE-BOLTZMANN 

Η διακριτοποιηµένη (στο χώρο ταχύτητας και στο χρόνο) εξίσωση Boltzmann µε την 

απλοποίηση BGK (Bhatnagar–Gross–Krook) για τον τελεστή σύγκρουσης, έχει τη µορφή: 
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όπου x η θέση, ei η σωµατιδιακή ταχύτητα, t ο χρόνος, ∆t το χρονικό βήµα, και τ ο αδιάστατος 

χρόνος χαλάρωσης. 

Η συνάρτηση κατανοµής ισορροπίας 
)(eq

if  µπορεί να ληφθεί από τη συνάρτηση κατανοµής 

Maxwell-Boltzmann εκφράζοντας τον εκθετικό παράγοντα µε σειρά Taylor, και στην γενική 

περίπτωση µπορεί να τεθεί στην µορφή [5]: 
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Ο συντελεστής βαρύτητας iw  εξαρτάται από το επιλεγέν σύνολο διακριτών ταχυτήτων }{
i

e  

στον D-διάστατο χώρο. Για το µοντέλο D3Q19 (3 διαστάσεις, 19 διακριτές σωµατιδιακές 

ταχύτητες), που εδώ χρησιµοποιούµε, είναι: 0   ,3/1 == iwi , 6 1  ,18/1 ≤≤= iwi  και 

187   ,36/1 ≤≤= iwi . 

Η µακροσκοπική πυκνότητα και ταχύτητα του ρευστού λαµβάνονται από τις δύο πρώτες ροπές 

της συνάρτησης κατανοµής ώς: 
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Το ανωτέρο µοντέλο, στα όρια της ασυµπιεστότητας 1/ <<scu , αναπαράγει την εξίσωση 

συνεχείας και την εξίσωση Navier-Stokes: 
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όπου το κινηµατικό ιξώδες δίνεται από την εξίσωση ( )2/12 −= τscv  και η πίεση 

ρ2

scp = . 



ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΗ ΜΗ ΝΕΥΤΩΝΙΚΩΝ ΡΕΥΣΤΩΝ 

Εξ’ ορισµού για ένα µη Νευτωνικό ρευστό η σχέση που συνδέει τον δυαδικό παραµόρφωσης  

aa xuxu ∂∂+∂∂≡ // ββγ&  µε τον δυαδικό τάσης τ  δεν είναι γραµµική. Για την 

προσοµοίωση ενός µη Νευτωνικού ρευστού απαιτείται η αναλυτική µορφή της συναρτησιακής 

σχέσης )(γτ &f= . Στην παρούσα εργασία χρησιµοποιείται το µοντέλο Ostwald-de Waele. 

Για να επιτευχθεί η προσοµοίωση του µη Νευτωνικού ρευστού οι  Rakotomalala et al  [2] 

εισήγαγαν ένα τροποποιηµένο τοπικό χρόνο χαλάρωσης, ο οποίος λαµβάνει υπόψιν την 

χωρική µεταβολή του ιξώδους, από την εξίσωση: 
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όπου n είναι ο δείκτης ιξώδους και µ το δυναµικό ιξώδες του αντίστοιχου Νευτωνικού 

ρευστού. 

ΣΥΝΟΡΙΑΚΕΣ ΣΥΝΘΗΚΕΣ 

Περιοδικές συνοριακές συνθήκες εφαρµόζονται και στις τρείς κατευθύνσεις. Για να µπορέσει 

η ροή να οδηγηθεί πρός µια κατεύθυνση χρησιµοποιείται εξωτερική δύναµη, η οποία 

εφαρµόζεται µετά την σύγκρουση και σαν αποτέλεσµα έχει την προσφορά ορµής. Για να 

επιτευχθεί αυτό η συνάρτηση κατανοµής ανακατανέµεται ως εξής: 
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όπου zF ˆ
zF=  και ẑ  το µοναδιαίο διάνυσµα στην διεύθυνση z. 

Για την υλοποίηση της µηδενικής ταχύτητας του ρευστού επάνω στους στερεούς κόµβους του 

πεδίου εφαρµόζεται αναστροφή της συνάρτησης κατανοµής (link bounce-back). 

ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ 

Ο κώδικας ελέγχθηκε ως πρός την ορθότητα του σε πρότυπες ροές, όπως η ροή µεταξύ 

παραλλήλων πλακών και η ροή εντός κυλινδρικού αγωγού. Στο Σχήµα 1 φαίνονται τα 

αποτελέσµατα της προσοµοίωσης, συγκριτικά µε την αναλυτική λύση, για το προφίλ της 

ταχύτητας σε ροή εντός κυλινδρικού αγωγού για τις περιπτώσεις n = 0.8, 1.0, 1.2. 
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Σχήµα 1: Κανονικοποιηµένη (ως πρός τη µέγιστη) αξονική ταχύτητα σε ροή εντός κυλινδρικού 
αγωγού. Οι απόλυτες τιµές δίνονται στο ένθετο υπόµνηµα. 



Η εξωτερική δύναµη (πτώση πίεσης, ανά µονάδα µήκους, κατα την κατεύθυνση της ροής) 

είναι zF
)910−= , ο αδιάστατος χρόνος χαλάρωσης τ = 0.52 και η ακτίνα R = 30. 

 

Εν συνεχεία µελετήθηκε η ροή σε ψηφιακά ανακατασκευασµένη κιµωλία. Οι παράµετροι της 

προσοµοίωσης είναι ίδιες µε αυτές που αναφέρθηκαν προηγούµενα. Στο Σχήµα 2 φαίνεται η 

µέση ταχύτητα του ρευστού, συναρτήσει της εφαρµοζόµενης δύναµης, για διάφορες τιµές του 

δείκτη ιξώδους. 
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Σχήµα 2: Μέση ταχύτητα συναρτήσει της εφαρµοζόµενης δύναµης για διάφορες τιµές του δείκτη 
ιξώδους n. 

 

Για την περίπτωση του Νευτωνικού ρευστού (n=1) η διαπερατότητα (permeability) µπορεί να 

υπολογισθεί από την εξίσωση Darcy Pk ∇−>=< )( µu . Με zF
)910−==∇P  

λαµβάνουµε : 1.0/ 2 =lk . ∆οθέντως ότι ℓ=0.2 µm η απόλυτη διαπερατότητα είναι 4 

mD, το οποίο είναι σε εξαιρετική συµφωνία µε την τιµή που αναφέρουν οι [4]. 
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