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ΕΙΣΑΓΩΓΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ 2008 
ΛΥΣΕΙΣ* ΘΕΜΑΤΩΝ  ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ  ΘΕΤΙΚΗΣ  & ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ  ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 

Θ ΕΜΑ  1  
A.1 Θεωρία σχολικού βιβλίου. 

Α.2 Θεωρία σχολικού βιβλίου. 

Β. 

α) Σωστό 

β) Σωστό 

γ) Λάθος 

δ) Λάθος 

ε) Σωστό 

 

Θ ΕΜΑ  2  
α)  

Α’ τρόπος 
Έστω ݖ ൌ ݔ ൅ ,ݔ με ݅ݕ ݕ א Թ. Τότε: 

ห൫݅ ൅ 2√2൯ݖห ൌ 6 ֞ ห൫݅ ൅ 2√2൯ሺݔ ൅ ሻห݅ݕ ൌ 6 ֞ ห݅ݔ െ ݕ ൅ ݔ2√2 ൅ ห݅ݕ2√2 ൌ 6 ֞ 

ห൫2√2ݔ െ ൯ݕ ൅ ൫2√2ݕ ൅ ൯݅หݔ ൌ 6 ֞ ට൫2√2ݔ െ ൯ݕ
ଶ

൅ ൫2√2ݕ ൅ ൯ݔ
ଶ

ൌ 6 ֞ 

൫2√2ݔ െ ൯ݕ
ଶ

൅ ൫2√2ݕ ൅ ൯ݔ
ଶ

ൌ 36 ֞ ଶݔ8 െ ݕݔ2√4 ൅ ଶݕ ൅ ଶݕ8 ൅ ݕݔ2√4 ൅ ଶݔ ൌ 36 ֞ 

ଶݔ9 ൅ ଶݕ9 ൌ 36 ֞ ଶݔ ൅ ଶݕ ൌ 4 

Επομένως ο ζητούμενος τόπος είναι κύκλος κέντρου ߍሺ0,0ሻ και ακτίνας 2. 

Β’ τρόπος 
ห൫݅ ൅ 2√2൯ݖห ൌ 6 ֞ ห݅ ൅ 2√2ห|ݖ| ൌ 6 ֞ √1 ൅ |ݖ|8 ൌ 6 ֞ |ݖ| ൌ 2 ֞ ଶ|ݖ| ൌ 4 

 

β) Έστω ݓ ൌ ܽ ൅ ܾ݅ με ܽ, ܾ א Թ. Τότε: 

ݓ| െ ሺ1 െ ݅ሻ| ൌ ݓ| െ ሺ3 െ 3݅ሻ| ֞ |ܽ ൅ ܾ݅ െ 1 ൅ ݅| ൌ |ܽ ൅ ܾ݅ െ 3 ൅ 3݅| ֞ 

                                                            
* Πρόκειται για ενδεικτικές λύσεις. Ενδεχομένως οι λύσεις που προτείνονται να μην είναι μοναδικές. 



 

  2 
 

|ሺܽ െ 1ሻ ൅ ሺܾ ൅ 1ሻ݅| ൌ |ሺܽ െ 3ሻ ൅ ሺܾ ൅ 3ሻ݅| ֞ ඥሺܽ െ 1ሻଶ ൅ ሺܾ ൅ 1ሻଶ ൌ ඥሺܽ െ 3ሻଶ ൅ ሺܾ ൅ 3ሻଶ ֞ 

ሺܽ െ 1ሻଶ ൅ ሺܾ ൅ 1ሻଶ ൌ ሺܽ െ 3ሻଶ ൅ ሺܾ ൅ 3ሻଶ ֞ 

ܽଶ െ 2ܽ ൅ 1 ൅ ܾଶ ൅ 2ܾ ൅ 1 ൌ ܽଶ െ 6ܽ ൅ 9 ൅ ܾଶ ൅ 6ܾ ൅ 9 ֞ െ2ܽ ൅ 2ܾ ൅ 2 ൌ െ6ܽ ൅ 6ܾ ൅ 18 ֞ 

ܽ െ ܾ െ 4 ൌ 0 

Επομένως ο ζητουνενος τόπος είναι ευθεία γραμμή. 

γ) Επειδή το |ݓ| εκφράζει το μήκος του ευθύγραμμου τμήματος ߉ߍ (βλέπε σχήμα) έχουμε ότι 
αυτό γίνετε ελάχιστο όταν ߉ߍ ٣  :Τότε είναι .߀޿

௠௜௡|ݓ| ൌ ሺܱ߉ሻ ൌ
|1 · 0 െ 1 · 0 െ 4|

√1ଶ ൅ 1ଶ
֜ ௠௜௡|ݓ| ൌ 2√2  

 

δ)  Επειδή το |ݖ െ  έχουμε ότι (βλέπε σχήμα) ߉ܭ εκφράζει το μήκος του ευθύγραμμου τμήματος |ݓ
αυτό γίνετε ελάχιστο όταν ߉ߍ ٣  :Τότε είναι .߀޿

ݖ| െ ௠௜௡|ݓ ൌ ሺ߉ܭሻ ൌ ሺ߉ߍሻ െ ሺ߈ߍሻ ൌ 2√2 െ 2 ֜ ݖ| െ ௠௜௡|ݓ ൌ 2൫√2 െ 1൯ 

 
 

Θ ΕΜΑ  3  
α) Είναι: 

݈݅݉
௫՜଴శ

݂ሺݔሻ ൌ ݈݅݉
௫՜଴శ

ݔ݈݊ݔ ൌ ൫0 · ሺെ∞ሻ൯ ൌ ݈݅݉
௫՜଴శ

ݔ݈݊
1
ݔ

ൌ ቀ
െ∞
൅∞

ቁ ൌ ݈݅݉
௫՜଴శ

ሺ݈݊ݔሻᇱ

ቀ1
ቁݔ

ᇱ ൌ ݈݅݉
௫՜଴శ

1
ݔ

െ 1
ଶݔ

ൌ 

െ ݈݅݉
௫՜଴శ

ݔ ൌ 0 ൌ ݂ሺ0ሻ 

και επομένως η ݂ είναι συνεχής στο ݔ ൌ 0. 

β) Για ݔ א ሺ0, ൅∞ሻ, έχουμε: 

݂ᇱሺݔሻ ൌ ሺݔ݈݊ݔሻᇱ ൌ ݔ݈݊ ൅ 1 
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οπότε: 

݂ᇱሺݔሻ ൌ 0 ֞ ݔ݈݊ ൌ െ1 ֞ ݔ ൌ
1
݁

 

݂ᇱሺݔሻ ൐ 0 ֞ ݔ݈݊ ൅ 1 ൐ 0 ֞ ݔ݈݊ ൐ െ1 ֞ ݔ ൐
1
݁

 

݂ᇱሺݔሻ ൏ 0 ֞ ݔ݈݊ ൅ 1 ൏ 0 ֞ ݔ݈݊ ൏ െ1 ֞ ݔ ൏
1
݁

 

Ώστε, η ݂ είναι γνησίως φθίνουσα στο ሺ0, ଵ
௘
ሻ και γνησίως αύξουσα στο ሺଵ

௘
, ൅∞ሻ. Συνεπώς: 

൤0,
1
݁

൨
௙
՜ ൤݂ ൬

1
݁

൰ , ݂ሺ0ሻ൨ ൌ ൤െ
1
݁

, 0൨ 

൤
1
݁

, ൅∞ሻ
௙
՜ ൤݂ ൬

1
݁

൰ , ݈݅݉
௫՜ାஶ

݂ሺݔሻቁ ൌ ൤െ
1
݁

, ൅∞ሻ 

αφού ݈݅݉௫՜ାஶ ݂ሺݔሻ ൌ ݈݅݉௫՜ାஶ ݔ݈݊ݔ ൌ ሺ൅∞ሻ · ሺ൅∞ሻ ൌ ൅∞. 

Επομένως το σύνολο τιμών της ݂ είναι το ቂെ ଵ
௘

, ൅∞ሻ, αφού ቂെ ଵ
௘

, ൅∞ሻ ـ ቂെ ଵ
௘

, 0ቃ. 

γ) Προφανώς, είναι ݔ ൐ 0, οπότε έχουμε ισοδύναμα: 

ݔ ൌ ݁
௔
௫ ֞ ݔ݈݊ ൌ

ܽ
ݔ

֞ ݔ݈݊ݔ െ ܽ ൌ 0 

Θεωρούμε τη συνάρτηση ݃: ሺ0, ൅∞ሻ ՜ Թ, με ݃ሺݔሻ ൌ ݔ݈݊ݔ െ ܽ ൌ ݂ሺݔሻ െ ܽ, η οποία (λόγω του 

ερωτήματος β) θα έχει σύνολο τιμών το ቂെ ଵ
௘

െܽ, ൅∞ሻ. Διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 

 Άν െ ଵ
௘

െ ܽ ൐ 0 ֞ ܽ ൏ െ ଵ
௘
, τότε η ݃ είναι αυστηρά θετική και επομένως η εξίσωση ݃ሺݔሻ ൌ 0 δεν 

έχει ρίζα. 

 Άν െ ଵ
௘

െ ܽ ൏ 0 ֞ ܽ ൐ െ ଵ
௘
, τότε η ݃ έχει μια τουλάχιστον ρίζα, αφού το σύνολο τιμών της 

εμπεριέχει το 0. Αλλά: 

݃ᇱሺݔሻ ൌ ሺ݂ሺݔሻ െ ܽሻᇱ ൌ ݂ᇱሺݔሻ 

και η ݃ είναι γνησίως φθίνουσα στο ሺ0, ଵ
௘
ሻ και γνησίως αύξουσα στο ሺଵ

௘
, ൅∞ሻ. Συνεπώς η εξίσωση 

݃ሺݔሻ ൌ 0 θα έχει το πολύ δυο ρίζες (το πολύ μια στο ሺ0, ଵ
௘
ሻ και το πολύ μια στο ሺଵ

௘
, ൅∞ሻ). 

 Στο διάστημα ሺ0, ଵ
௘
ሻ, έχουμε: 

݈݅݉
௫՜଴శ

݃ሺݔሻ ൌ ݈݅݉
௫՜଴శ

݂ሺݔሻ െ ܽ ൌ െܽ 

݃ ൬
1
݁

൰ ൌ െ
1
݁

െ ܽ ൏ 0 

Αν – ܽ ൏ 0 ֞ ܽ ൐ 0, τότε δεν έχουμε ρίζα στο διάστημα ቀ0, ଵ
௘
ቁ. 
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Αν – ܽ ൐ 0 ֞ ܽ ൏ 0, τότε σύμφωνα με το θεώρημα Bolzano έχουμε μια τουλάχιστον ρίζα στο 

διάστημα ቀ0, ଵ
௘
ቁ, η οποία είναι και μοναδική. 

 Στο διάστημα ሺଵ
௘

, ൅∞ሻ, έχουμε: 

݃ ൬
1
݁

൰ ൌ െ
1
݁

െ ܽ ൏ 0 

݈݅݉
௫՜ାஶ

݃ሺݔሻ ൌ ݈݅݉
௫՜ାஶ

݂ሺݔሻ െ ܽ ൌ ൅∞ ൐ 0 

και σύμφωνα με το θεώρημα Bolzano έχουμε τουλάχιστον μια ρίζα, η οποία είναι και μοναδική. 

Συνάγουμε λοιπόν ότι: 

ቄܽ ൐ െ ଵ
௘

ר ܽ ൐ 0ቅ ֞ ܽ ൐ 0, μια ρίζα 

ቄܽ ൐ െ ଵ
௘

ר ܽ ൏ 0ቅ ֞ െ ଵ
௘

൏ ܽ ൏ 0, δυο ρίζες 

 Αν ߙ ൌ 0, τότε ݃ሺݔሻ ൌ 0 ֞ ݔ݈݊ݔ ൌ 0 ֞ ݔ ൌ 1, δηλαδή έχουμε μοναδική ρίζα. 

 Άν െ ଵ
௘

െ ܽ ൌ 0 ֞ ܽ ൌ െ ଵ
௘
, τότε η ݃ሺݔሻ ൌ 0 έχει προφανή λύση την 

ଵ
௘
. Για ݔ ൐ ଵ

௘
֜ ݃ሺݔሻ ൐

݃ ቀଵ
௘
ቁ ֜ ݃ሺݔሻ ൐ 0, ενώ για ݔ ൏ ଵ

௘
֜ ݃ሺݔሻ ൐ ݃ ቀଵ

௘
ቁ ֜ ݃ሺݔሻ ൐ 0. Άρα, εν τοιαύτη περιπτώσει η 

݃ሺݔሻ ൌ 0 έχει ακριβώς μία λύση. 

δ)  

Α’ τρόπος 
Έχουμε: 

݂ᇱሺݔ ൅ 1ሻ ൐ ݂ሺݔ ൅ 1ሻ െ ݂ሺݔሻ ֞ ݈݊ሺݔ ൅ 1ሻ ൅ 1 ൐ ሺݔ ൅ 1ሻ݈ ݊ሺݔ ൅ 1ሻ െ ݔ݈݊ݔ ֞ 

െ݈ݔ ݊ሺݔ ൅ 1ሻ ൅ ݔ݈݊ݔ ൅ 1 ൐ 0 ֞ െݔሺ݈ ݊ሺݔ ൅ 1ሻ െ ሻݔ݈݊ ൅ 1 ൐ 0 ֞ െ݈ݔ ݊ ൬
ݔ ൅ 1

ݔ
൰ ൅ 1 ൐ 0

௫வ଴
ሯሰ 

݈ ݊ ൬1 ൅
1
ݔ

൰ െ
1
ݔ

൏ 0     ሺ1ሻ 

Θεωρούμε τη συνάρτηση ݄: ሾ0, ൅∞ሻ ՜ Թ, με ݄ሺݔሻ ൌ ݈݊ሺ1 ൅ ሻݔ െ  :για την οποία ,ݔ

݄ᇱሺݔሻ ൌ ሺ݈݊ሺ1 ൅ ሻݔ െ ሻᇱݔ ൌ
1

1 ൅ ݔ
െ 1 ൌ

1 െ 1 െ ݔ
1 ൅ ݔ

ൌ െ
ݔ

1 ൅ ݔ
൏ 0, ݔ׊ ൐ 0 

Επομένως η ݄ είναι γνήσια φθίνουσα και για: 

ݔ ൐ 0 ֜ ݄ሺݔሻ ൏ ݄ሺ0ሻ ֜ ݄ሺݔሻ ൏ 0 ֜ ݈݊ሺ1 ൅ ሻݔ െ ݔ ൏ 0, ݔ׊ ൐ 0 

και θέτωντας όπου ݔ το 
ଵ
௫
, από την τελευταία ανισότητα προκύπτει ݈݊ ቀ1 ൅ ଵ

௫
ቁ െ ଵ

௫
൏ 0, ݔ׊ ൐ 0 και 

επομένως η (1) ισχύει. 

Β’ τρόπος 
Εφαρμόζουμε το Θ.Μ.Τ (του διαφορικού λογισμού) στην ݂ στο διάστημα ሾݔ, ݔ ൅ 1ሿ. 
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Θ ΕΜΑ  4  
α) Ολοκληρώνωντας στο ሾ0,2ሿ τα μέλη της δοσμένης σχέσης λαμβάνουμε: 

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
ଶ

଴
ൌ න ቈሺ10ݔଷ ൅ ሻݔ3 න ݂ሺݐሻ݀ݐ

ଶ

଴
െ 45቉ ݔ݀

ଶ

଴
֞ 

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
ଶ

଴
ൌ න ݂ሺݐሻ݀ݐ

ଶ

଴
න ሺ10ݔଷ ൅ ݔሻ݀ݔ3

ଶ

଴
െ න ݔ45݀

ଶ

଴
֞ 

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
ଶ

଴
ൌ න ݂ሺݐሻ݀ݐ

ଶ

଴
൤
10
4

ସݔ ൅
3
2

ଶ൨ݔ
଴

ଶ
െ 45ሾݔሿ଴

ଶ ֞ 

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
ଶ

଴
ൌ 46 න ݂ሺݐሻ݀ݐ

ଶ

଴
െ 90 ֞ න ݂ሺݔሻ݀ݔ

ଶ

଴
ൌ 2 

Και αντικαθιστώντας την τιμή του ολοκληρώματος στη δοσμένη σχέση λαμβάνουμε: 

݂ሺݔሻ ൌ ଷݔ20 ൅ ݔ6 െ 45 

β) Έστω τυχόν ݔ א Թ. Τότε στο όριο ݈݅݉௛՜଴
௚ᇲሺ௫ା௛ሻି௚ᇲሺ௫ሻ

௛
 θέτουμε ݔ ൌ ݑ െ ݄, οπότε: 

݈݅݉
௛՜଴

݃ᇱሺݔ ൅ ݄ሻ െ ݃ᇱሺݔሻ
݄

ൌ ݈݅݉
௛՜଴

݃ᇱሺݑሻ െ ݃ᇱሺݑ െ ݄ሻ
݄

ൌ ݃ᇱᇱሺݑሻ 

και αντικαθιστώνας το ݑ με το ݔ λαμβάνουμε: 

݃ᇱᇱሺݔሻ ൌ ݈݅݉
௛՜଴

݃ᇱሺݔሻ െ ݃ᇱሺݔ െ ݄ሻ
݄

 

γ)  

i. Έχουμε: 

݈݅݉
௛ื଴

݃ሺݔ ൅ ݄ሻ െ 2݃ሺݔሻ ൅ ݃ሺݔ െ ݄ሻ
݄ଶ ൌ ൬

0
0

൰ ሺכሻ ൌ ݈݅݉
௛ื଴

൫݃ሺݔ ൅ ݄ሻ െ 2݃ሺݔሻ ൅ ݃ሺݔ െ ݄ሻ൯ᇱ

ሺ݄ଶሻᇱ ൌ 

݈݅݉
௛ื଴

݃ᇱሺݔ ൅ ݄ሻ െ ݃ᇱሺݔ െ ݄ሻ
2݄

ൌ
1
2

ቈ ݈݅݉
௛ื଴

݃ᇱሺݔ ൅ ݄ሻ െ ݃ᇱሺݔሻ
݄

൅ ݈݅݉
௛ื଴

݃ᇱሺݔሻ െ ݃ᇱሺݔ െ ݄ሻ
݄

቉ ൌ 

1
2

ሺ݃ᇱᇱሺݔሻ ൅ ݃ᇱᇱሺݔሻሻ ൌ ݃ᇱᇱሺݔሻ 

(*)Προσοχή: η παραγώγιση γίνετε ως πρός το ݄, ενω το ݔ παίζει ρόλο σταθεράς 

Αντικαθιστώντας το αριστερό μέλος της δοσμένης, έχουμε: 

݃ᇱᇱሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ ൅ 45 ֜ ݃ᇱᇱሺݔሻ ൌ ଷݔ20 ൅ ݔ6 ֜ ൫݃ᇱሺݔሻ൯ᇱ ൌ ሺ5ݔସ ൅ ଶሻᇱݔ3 ֜ ݃ᇱሺݔሻ ൌ ସݔ5 ൅ ଶݔ3 ൅ ܿଵ ֜ 

݃ᇱሺݔሻ ൌ ሺݔହ ൅ ଷݔ ൅ ܿଵݔሻᇱ ֜ ݃ሺݔሻ ൌ ହݔ ൅ ଷݔ ൅ ܿଵݔ ൅ ܿଶ, ݔ א Թ 
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και ܿଵ, ܿଶ πραγματικές σταθερές, τις οποίες υπολογίζουμε ως εξής: 

ቊ
݃ሺ0ሻ ൌ 1

݃ᇱሺ0ሻ ൌ 1
֜ ቊ

ܿଶ ൌ 1

ܿଵ ൌ 1
 

Ώστε: 

݃ሺݔሻ ൌ ହݔ ൅ ଷݔ ൅ ݔ ൅ 1, ݔ א Թ 

ii. Η ݃ είναι παραγωγίσιμη, ως πολυωνιμική, με: 

݃ᇱሺݔሻ ൌ ସݔ5 ൅ ଶݔ3 ൅ 1 ൐ 0, ݔ׊ א Թ 

Επομένως είναι γνήσια αύξουσα στο Թ, οπότε και «1-1». 

 
 

Σ Χ Ο Λ Ι Α Σ Μ Ο Σ  Τ Ω Ν  Θ Ε Μ Α Τ Ω Ν  
Κατά τη γνώμη μας: 

1. Το θέμα 2 είναι στοιχειώδες θέμα γεωμετρικών τόπων. Στο ερωτήματα γ) μπορεί να υπήρξε 
πρόβλημα για κάποιους υποψηφίους γιατί έπρεπε να ανακαλέσουν από τη μνήμη τους το τύπο 
υπολογισμού της απόστασης σημείου από ευθεία.. 

2. Στα θέματα 3 τα ερωτήματα α), β) και δ) είναι βατά. Τουναντίον το ερώτημα γ) είναι ιδιαίτερα 
πολύπλοκο και λίγοι υποψήφιου θα το έχουν απαντήσει πλήρως. Θεωρούμε ότι το συγκεκριμένο 
ερώτημα είναι ατυχές και πολλά παιδιά θα έχασαν μεγάλο μέρος του χρόνου τους, για μονάδες οι 
οποίες δεν ανταποκρίνονται στην δυσκολία του ερωτήματος. 

3. Στο θέμα 4 η κατασκευή του τύπου της ݂ሺݔሻ αποτελεί εξαιρετική έμπνευση. Το όλο ζήτημα 

αντιμετωπιζόταν αν ο υποψήφιος παρατηρούσε ότι το ολοκλήρωμα ׬ ݂ሺݐሻ݀ݐଶ
଴ , είναι αριθμός. Στο 

ερώτημα β) απαιτείται στοιχειώδης αλλαγή μεταβλητής στο δοσμένο όριο. Το ερώτημα γ) απαιτεί 
ποσοχή (λόγω του ότι δε δίνετε ότι η ݃ԢԢ είναι συνεχής). Σίγουρα απευθύνεται σε όσους μαθητές 
το... κατέχουν το... σπόρ (για να κάνουμε και λίγο χιούμορ). Το ερώτημα γ) δεν είναι ιδιαίτερα 
δύσκολο, όσο αφορα το i., ενώ το ii. είναι.. δωράκι. 

Γιάννης Γ. Ψυχογιός 


