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ΘΕΜΑ 1ο 

Α1)  Θεωρία σχολικού βιβλίου. 

A2)  Θεωρία σχολικού βιβλίου. 

A3)  Θεωρία σχολικού βιβλίου. 

B) 

α)  Λάθος 

β)  Λάθος 

γ)  Λάθος 

δ)  Σωστό 

ε)  Σωστό 

ΘΕΜΑ 2ο 

α)   Έστω ݖ ൌ ݔ ൅  :Τότε .݅ݕ

ݖ ൌ
2 ൅ ܽ݅
ܽ ൅ 2݅

฻ ݔ ൅ ݅ݕ ൌ
2 ൅ ܽ݅
ܽ ൅ 2݅

฻ ሺݔ ൅ ሻሺܽ݅ݕ ൅ 2݅ሻ ൌ 2 ൅ ܽ݅ ฻ 

ݔܽ ൅ ݅ݔ2 ൅ ݅ݕܽ െ ݕ2 ൌ 2 ൅ ܽ݅ ฻ ሺܽݔ െ ሻݕ2 ൅ ሺ2ݔ ൅ ሻ݅ݕܽ ൌ 2 ൅ ܽ݅ ฻ 

൜ܽݔ െ ݕ2 ൌ 2
ݔ2 ൅ ݕܽ ൌ ܽ ฺ ൜

ሺܽݔ െ ሻଶݕ2 ൌ 4
ሺ2ݔ ൅ ሻଶݕܽ ൌ ܽଶ ฺ ൜ܽଶݔଶ െ ݕݔ4ܽ ൅ ଶݕ4 ൌ 4

ଶݔ4 ൅ ݕݔ4ܽ ൅ ܽଶݕଶ ൌ ܽଶ ฺ 

ሺܽଶ ൅ 4ሻݔଶ ൅ ሺܽଶ ൅ 4ሻݕଶ ൌ ܽଶ ൅ 4 ֜ ଶݔ ൅ ଶݕ ൌ 1 

οπότε η εικόνα του ݖ ανήκει σε κύκλο κέντρου ߍሺ0,0ሻ και ακτίνας ߩ ൌ 1. 

β) 

i)  Για ߙ ൌ 0 και ߙ ൌ 2, έχουμε αντίστοιχα: 

ଵݖ ൌ
2
2݅

ൌ
݅

݅ଶ ൌ െ݅ 

ଶݖ ൌ
2 ൅ 2݅
2 ൅ 2݅

ൌ 1 

οπότε, |ݖଵ െ |ଶݖ ൌ ඥሺ0 െ 1ሻଶ ൅ ሺെ1 െ 0ሻଶ ൌ √2 



 

ii)  ሺݖଵሻଶఔ ൌ ሺݖଵሻଶఔ ฻ ሺെ݅ሻଶఔ ൌ ሺെ1ሻ௩ ฻ ሾሺെ1ሻଶሺ݅ሻଶሿ௩ ൌ ሺെ1ሻ௩ ฻ ሺെ1ሻ௩ ൌ ሺെ1ሻ௩ 

η οποία ισχύει. 

ΘΕΜΑ 3ο 

α)  Η ݂ είναι δυο φορές παραγωγίσιμη στο Թ, με: 

 ݂’ሺݔሻ ൌ ଶݔ3 െ 3 ൌ 3ሺݔ െ 1ሻሺݔ ൅ 1ሻ,  Թ߳ݔ

και  ݂’’ሺݔሻ ൌ ,ݔ6  Թ߳ݔ

Είναι: ݂’ሺݔሻ ൌ 0 ฻ 3ሺݔ െ 1ሻሺݔ ൅ 1ሻ ൌ 0 ฻ ቄݔ ൌ 1
ݔ ൌ െ1 

και ݂’’ሺ1ሻ ൌ 6 ൐ 0, άρα η ݂ παρουσιάζει στο ݔ ൌ 1 τοπικό ελάχιστο 

ενώ ݂’’ሺെ1ሻ ൌ െ6 ൏ 0, άρα η ݂ παρουσιάζει στο ݔ ൌ െ1 τοπικό μέγιστο 

Ώστε, η ݂ παρουσιάζει ένα τοπικό μέγιστο και ένα τοπικό ελάχιστο. 

Είναι: ݂ᇱᇱሺݔሻ ൌ 0 ฻ ݔ6 ൌ 0 ฻ ݔ ൌ 0, με ݂’’ሺݔሻ ൏ 0, για ݔ ൏ 0 και ݂’’ሺݔሻ ൐ 0 για ݔ ൐ 0. 
Ώστε, η ݂ παρουσιάζει ένα σημείο καμπής στο ݔ ൌ 0. 

β)  Επειδή lim௫ืିஶ ݂ሺݔሻ ൌ െ∞, και η ݂ είναι συνεχής υπάρχει ݔ଴ κοντά στο െ∞, τέτοιο 
ώστε ݂ሺݔ଴ሻ ൏ 0.  Επιπλέον  είναι ݂ሺെ1ሻ ൌ 2 െ ߠଶߤߟ2 ൌ 2ሺ1 െ ሻߠଶߤߟ ൐ 0,  διότι ߠ ് ߨ݇ ൅
గ
ଶ

, ݇ א চ.  Επομένως  η  ݂  ικανοποιεί  τις  προυποθέσεις  του  θεωρήματος  Bolzano  και 
επομένως  η ݂ሺݔሻ ൌ 0  έχει  τουλάχιστον  μια  ρίζα  στο  ሾݔ଴, െ1ሿ.  Επιπλέον  επειδή  η ݂  είναι 
γνήσια μονότονη στο διάστημα αυτό η ρίζα είναι μοναδική. 

Ομοίως  δείχνουμε  ότι  η  ݂  έχει  μοναδική  ρίζα  στο  διάστημα  ሺെ1,1ሻ  και  στο  διάστημα 
ሺ1, ൅∞ሻ. 

Ώστε, η ݂ሺݔሻ ൌ 0 έχει ακριβώς τρείς ρίζες στο Թ. 

 γ)  Είναι ޿ ൌ ൫ݔଵ, ݂ሺݔଵሻ൯ ൌ ൫1, ݂ሺ1ሻ൯ ൌ ሺെ1,2ߥ߭ߪଶߠሻ, ߀ ൌ ൫ݔଶ, ݂ሺݔଶሻ൯ ൌ ൫െ1, ݂ሺെ1ሻ൯ ൌ
ሺ1, െ2 െ  ሻߠଶߤߟ και  ߁ ൌ ൫ݔଷ, ݂ሺݔଷሻ൯ ൌ ሺ0, ݂ሺ0ሻሻ ൌ ሺ0, െ2ߤߟଶߠሻ.  Οι  συντεταγμές  των 
,޿ ,߀ ݕ επαληθέυουν την ߁ ൌ െ2ݔ െ ,޿ άρα τα ,ߠଶߤߟ2 ,߀  βρίσκονται επάνω στη δοσμένη ߁
ευθεία. 

δ)  Αν ݃ሺݔሻ ൌ  െ2ݔ െ  :τότε το ζητούμενο εμβαδό είναι ,ߠଶߤߟ2

߃ ൌ න |݂ሺݔሻ െ ݃ሺݔሻ|݀ݔ
ଵ

ିଵ
ൌ න ଷݔ| െ ݔ݀|ݔ

ଵ

ିଵ
ൌ න ଷݔ| െ ݔ݀|ݔ

଴

ିଵ
൅ න ଷݔ| െ ݔ݀|ݔ

ଵ

଴
 

ൌ න ሺݔଷ െ ݔሻ݀ݔ
଴

ିଵ
െ න ሺݔଷ െ ݔሻ݀ݔ

ଵ

଴
ൌ

1
2

.ߤ  .ߝ

ΘΕΜΑ 4ο 

α)  Αφού οι ݂, ݃ είναι συνεχείς, έχουμε ότι η ܨ είναι παραγωγίσιμη, με: 



 

ሻݔᇱሺܨ ൌ ݂ሺݔሻ݃ሺݔሻ, ݔ א ሾ0,1ሿ 

Αφού  η  ݂  είναι  γνησίως  αύξουσα  στο  ሾ0,1ሿ,  έχουμε  ότι  για  ݔ ൐ 0 ฺ ݂ሺݔሻ ൐ ݂ሺ0ሻ ֜
݂ሺݔሻ ൐ 0.  Επιπλέον  για  κάθε  ݔ א ሾ0,1ሿ  είναι  ݃ሺݔሻ ൐ 0,  εξ΄υποθέσεως.  Επομένως  είναι 
݂ሺݔሻ݃ሺݔሻ ൐ 0, ݔ׊ א ሺ0,1ሿ. Άρα, είναι: 

ሻݔᇱሺܨ ൐ 0, ݔ א ሺ0,1ሿ 

οπότε η ܨ είναι γνησίως αύξουσα στο ሾ0,1ሿ. Επομένως, για ݔ ൐ 0 ฺ ሻݔሺܨ ൐ ሺ0ሻܨ ֜
ሻݔሺܨ ൐ 0, ݔ א ሺ0,1ሿ 

β)  Έχουμε: 

݂ሺݔሻܩሺݔሻ ൐ ሻݔሺܨ ฻ ݂ሺݔሻ න ݃ሺݐሻ݀ݐ
௫

଴
൐ න ݂ሺݐሻ݃ሺݐሻ݀ݐ

௫

଴
฻ 

න ݂ሺݔሻ݃ሺݐሻ݀ݐ
௫

଴
൐ න ݂ሺݐሻ݃ሺݐሻ݀ݐ

௫

଴
฻ න ൫݂ሺݔሻ݃ሺݐሻ െ ݂ሺݐሻ݃ሺݐሻ൯݀ݐ

௫

଴
൐ 0 ฻ 

න ൫݂ሺݔሻ െ ݂ሺݐሻ൯݃ሺݐሻ݀ݐ
௫

଴
൐ 0 ฻ න ൫݂ሺݔሻ െ ݂ሺݐሻ൯݀ݐ

௫

଴
൐ 0 

 η οποία ισχύει, διότι για 

 0 ൑ ݐ ൑ ݔ ฺ ݂ሺ0ሻ ൑ ݂ሺݐሻ ൑ ݂ሺݔሻ ֜ ݂ሺݐሻ െ ݂ሺݔሻ ൑ 0 ֜ ݂ሺݔሻ െ ݂ሺݐሻ ൒ 0 ฺ 

න ሺ݂ሺݔሻ െ ݂ሺݐሻሻ݀ݐ
௫

଴
൐ 0 

γ)  Για ݔ ൌ 1 η δοσμένη ανισοισότητα ισχύει ως ισότητα.  

Για ݔ ് 1 θεωρούμε τη συνάρτηση ݄ሺݐሻ ൌ ிሺ௧ሻ
ீሺ௧ሻ , ݐ א ሾݔ, 1ሿ, με 0 ൏ ݔ ൏ 1. Η ݄ ικανοποιεί τις 

υποθέσεις του Θ.Μ.Τ, οπότε υπάρχει ߦ א ሺݔ, 1ሻ τέτοιο ώστε: 

݄ᇱሺߦሻ ൌ
݄ሺ1ሻ െ ݄ሺݔሻ

1 െ ݔ
 

Αλλά, ݄’ሺݐሻ ൌ ிᇲሺ௧ሻீሺ௧ሻିிሺ௧ሻீᇲሺ௧ሻ
ீమሺ௧ሻ ൌ ௙ሺ௧ሻ௚ሺ௧ሻீሺ௧ሻିிሺ௧ሻ௚ሺ௧ሻ

ீమሺ௧ሻ
. 

Από το ερώτημα β) είναι ݂ሺݐሻܩሺݐሻ ൐ ሻݐሻ και επειδή ݃ሺݐሺܨ ൐ 0, έχουμε ότι: 

 ݂ሺݐሻ݃ሺݐሻܩሺݐሻ െ ሻݐሻ݃ሺݐሺܨ ൐ 0.  

Επομένως είναι: 

݄’ሺݐሻ ൐ 0 ֜ ݄’ሺߦሻ ൐ 0 ฻
݄ሺ1ሻ െ ݄ሺݔሻ

1 െ ݔ
൐ 0 ฻  ݄ሺ1ሻ െ ݄ሺݔሻ ൐ 0 

διότι 0 ൏ ݔ ൏ 1. Εισάγωντας στην τελευταία ݄ሺ1ሻ ൌ ிሺଵሻ
ீሺଵሻ

 και ݄ሺݔሻ ൌ ிሺ௫ሻ
ீሺ௫ሻ

 προκύπτει: 

ሺ1ሻܨ
ሺ1ሻܩ െ

ሻݔሺܨ
ሻݔሺܩ ൐ 0 ฻

ሻݔሺܨ
ሻݔሺܩ ൏

ሺ1ሻܨ
ሺ1ሻܩ , ݔ א ሺ0,1ሻ 

Συνεπώς, είναι 
ிሺ௫ሻ
ீሺ௫ሻ ൑ ிሺଵሻ

ீሺଵሻ , ݔ א ሺ0,1ሿ. 



 

Άλλος τρόπος 

Μέσω της μονοτονίας της συνάρτησης  ݄ሺݔሻ ൌ ிሺ௫ሻ
ீሺ௫ሻ , ݔ א ሾ0,1ሿ 

δ)  (Μια διαφορετική προσέγγιση...) 

Είναι, λόγω του ερωτήματος γ): 

ቮ
൫׬ ݂ሺݐሻ݃ሺݐሻ݀ݐ௫

଴ ൯ ቀ׬ ௫మݐଶ݀ݐߤߟ

଴ ቁ

൫׬ ݃ሺݐሻ݀ݐ௫
଴ ൯ݔହ

ቮ ൌ ቮ
ሻݔሺܨ ቀ׬ ௫మݐଶ݀ݐߤߟ

଴ ቁ
ହݔሻݔሺܩ ቮ ൌ ቤ

ሻݔሺܨ
ሻቤݔሺܩ ቮ

ቀ׬ ௫మݐଶ݀ݐߤߟ

଴ ቁ
ହݔ ቮ ൌ 

ሻݔሺܨ
ሻݔሺܩ ቮ

ቀ׬ ௫మݐଶ݀ݐߤߟ

଴ ቁ
ହݔ ቮ ൑

ሺ1ሻܨ
ሺ1ሻܩ ቮ

׬ ௫మݐଶ݀ݐߤߟ

଴
ହݔ ቮ ൌ

ሺ1ሻܨ
ሺ1ሻܩ

ቚ׬ ௫మݐଶ݀ݐߤߟ

଴ ቚ
|ହݔ| ൌ

ሺ1ሻܨ
ሺ1ሻܩ

ቚ׬ ௫మݐଶ݀ݐߤߟ

଴ ቚ
ହݔ ൑ 

ሺ1ሻܨ
ሺ1ሻܩ

׬ ௫మݐ݀|ଶݐߤߟ|

଴
ହݔ ൑

ሺ1ሻܨ
ሺ1ሻܩ

׬ ௫మݐଶ݀ݐ

଴
ହݔ ൌ

ሺ1ሻܨ
ሺ1ሻܩ

1
3

ଷሿ଴ݐ
௫మ

ହݔ ൌ
ሺ1ሻܨ

ሺ1ሻܩ3
଺ݔ

ହݔ ൌ
ሺ1ሻܨ

ሺ1ሻܩ3
 ݔ

και επειδή lim௫՜଴శ
ிሺଵሻ

ଷீሺଵሻ
ݔ ൌ 0, από το κριτήριο της παρεμβολής έχουμε ότι: 

lim
௫՜଴శ

൫׬ ݂ሺݐሻ݃ሺݐሻ݀ݐ௫
଴ ൯ ቀ׬ ௫మݐଶ݀ݐߤߟ

଴ ቁ

൫׬ ݃ሺݐሻ݀ݐ௫
଴ ൯ݔହ

ൌ 0 

Σχολιαμός των Θεμάτων 

Τα θέματα είναι, ως συνήθως, κλιμακούμενης δυσκολίας και καλύπτουν ολόκληρη  την ύλη. 
Πιό συγκεκριμένα, κατά τη γνώμη μας:  

• Το Θέμα 2 είναι στοιχειώδες ζήτημα στους μιγαδικούς αριθμούς. 

• Στο Θέμα 3 το ερώτημα α) είναι στοιχειώδες. Το ερώτημα β) απαιτεί κριτική σκέψη. Το 
ερώτημα  γ)  είναι  ατυχές,  μιας  και  δεν  εξετάζει  τίποτα  ουσιώδες,  αλλά  είναι  ζήτημα 
πράξεων. Το ερώτημα δ) επίσης είναι στοιχειώδης περίπτωση υπολογισμού εμβαδού. 

• Το  Θέμα  4  είναι  a  priori  δύσκολο,  διότι  ασχολείται  με  απόδειξη  ανισοτήτων,  και 
μάλιστα σε ανοιχτό‐κλειστό διάστημα. Το ερώτημα α) δεν είναι ιδιαίτερα δύσκολο. Τα 
ερωτήματα  β),  γ),  δ)  είναι  αρκετά  πολύπλοκα,  αλλά  και  αρκετά  ενδιαφέροντα 
ταυτόχρονα. Απευθύνονται στους καλούς μαθητές. 


